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Uvod

® Drugog reda — druga derivacija

Vet smo se susreli obi¢nom diferencijalnom jednadZbom drugog
reda.

® Vertikalni hitac y” = —g
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Primjer 1

Rijegite diferencijalnu jednadzbu y” = a, pri ¢emu je a € R.
Integriranjem dobijemo

y =ax+ G, G eR,
te jo$ jednim integriranjem

ax?

y:7+C1X+C2, G,G eR.
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Opce i partikularno rjesenje

Opce rjesenje ODJ 2. reda sadrZi dvije konstante.

Da bismo dobili partikularno rjesenje, tj. jedinstveno rjeSenje koje
ne ovisi o konstantama, potrebno je imati dva pocetna uvjeta.

Cauchyjev problem drugog reda je sustav ODJ drugog reda i
uvjeta oblika

y(x0) = yo,
y'(x0) = vo.
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Cauchyjev problem vertikalnog hitca

Cauchyjev problem

"

y'=-g. y(0)=x, y(0)=w.
opisuje poloZaj tijela u verikalnom hitcu u trenutku t.
Yo < poletni polozaj

Vo < pocetna brzina

t2
= y() =5+ wtty
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Obi¢na diferencijalna jednadzba 2. reda
s konstantnim koeficijentima

Obi¢na diferencijalna jednadzba 2. reda s konstantnim
koeficijentima je jednadZba oblika

y'+py' +ay = f(x),
gdje su p i g realni brojevi.

Ako je f(x) =0, jednadZba je homogena, a inace je
nehomogena.
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Homogena jednadZba

Za jednadzbu y” + py’ + qy = 0 definiramo njenu karakteristi¢nu
jednadzbu
N4 pA+qg=0.

y"—>)\2, y =X oy =1

Kvadratna jednadZba moZe imati

(i) dva razlitita realna rjieSenja A1, A2,
(ii) jedno dvostruko realno rjeSenje A\; = Ao,

(i) dva kompleksno konjugirana rjeenja
Al =a+18, Ao =a—15.
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Homogena jednadZba

(i) Ako su A1 # \» rjeSenja karakteristi¢ne jednadzbe, onda je
rjieSenje diferencijalne jednadzbe

y = C1 eAlX =+ Cze’\2x.

(i) Ako je A1 = Ay rjeenje karakteristitne jednadzbe, onda je
rjeSenje diferencijalne jednadzbe

y = e)‘lx(Cl + C2X).

(iii) Ako su A\; = v+ 13, Ay = v — 13 rjeSenje karakteristi¢ne
jednadzZbe, onda je rjesenje diferencijalne jednadzbe

y = e*(Cy cos(Bx) + Cosin(Bx)).
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Primjer 2

Rijegite jednadzbu y” — 4y’ +4y = 0.

Mo\ +4=0 = y=e>C+Cx)

Primjer 3

Rijegite jednadzbu y” — 4y’ + 7y = 0.

M _4A+7=0 = y=e*(Ccos(xV3)+ Gsin(xV3))
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Cauchyjev problem titranja
Cauchyjev problem

Y +w?ly =0, y(0)=A, y(0)=0,

opisuje problem titranja opruge po pravcu u trenutku t.

A > 0 < amplituda (opruga titra izmedu —A i A)
w ..

— < frekvencija

27

27 .

— < period

w

y(0) + poletni poloZaj
y'(0) «+ potetna brzina

M+w?=0 = y=Ccos(wt)+ Gsin(wt)
y(0)=A, y(0)=0 = y=Acos(wt)
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Nehomogena jednadZba

Rjesenje nehomogene jednadzbe y” + py’ + qy = f(x) dobije se
kao

Y=Y t+yp,
pri ¢emu je yp rjeSenje homogene jednadzbe, a yp je neko
partikularno rjeSenje polazne jednadzbe.

Partikularno rjeSenje mozemo naéi metodom neodredenih
koeficijenata. Pretpostavimo da yp ima isti oblik kao f(x), ali s
neodredenim koeficijentima.
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Nehomogena jednadZba

(i) Ako je f(x) = e Pp(x), gdje je Pn(x) polinom stupnja n u
varijabli x i a je nulto¢ka karakteristi¢nog polinoma kratnosti
r, onda uzmemo
yp = X' €™ Qn(x),

pri emu je @, polinom stupnja n s neodredenim
koeficijentima.

(ii) Ako je f(x) = e®(Pn(x) cos(bx) + Qm(x)sin(bx)), gdje su
Pn(x) i Qm(x) polinomi stupnja n, odnosno m, u varijabli x i
a =+ be je nultotka karakteristi¢nog polinoma kratnosti r, onda
uzmemo

yp = x"e®(Sn(x) cos(bx) + Tn(x)sin(bx)),

pri Cemu su Sy i Ty polinomi stupnja N = max{n, m} s
neodredenim koeficijentima.
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Primjer 4
Rijedite jednadzbu y” + 3y’ = 3xe 3%,

yo=C1+ Ge ¥

f(x) =3xe™>* = yp = x(Ax + B)e >

Uvrstimo yp u polaznu jednadzbu i izjednatavanjem dobijemo
A:—%, B:—%, pa je
1 1 e73x _ 1 2 —3x 1 —3x

X(_EX_ 3) = —pxeT — axe

Stoga je opcCe rjesenje

1,5, 1
x_7X2€ 3X_7xe 3x.

= = C + Ge 3
Yy=Yo+yp 1+ Ce > 3
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